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§5.3 定积分的换元法和分部积分法

一、定积分的换元法

二、定积分的分部积分法
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一、定积分的换元法

假设函数f(x)在区间[a b]上连续 函数x(t)满足条件
(1)(t)在[ ](或[ ])上具有连续导数
(2)()a, ()b, 且([,])=[a,b],
则有

dtttfdxxfb

a
)()]([)( 




  

定理

——换元公式

证明

是 的原函数, 因此有则

)()( aFbF  )]([ F )]([ F

)(t )(t

)(t )(t )(t
设F(x)为f(x)的一个原函数,
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例1 计算

解 令 ,sin tax  则 ,dcosd ttax 

;0,0  tx 时当 ., 2
 tax 时

原式= 2a

tta d)2cos1(
2

2

0

2

 


)2sin
2
1(
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2
tta


0
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 2
0


tt dcos 2

dtttfdxxf
txb

a
)()]([  )(

)(









令
(当 xa 时 t 当 xb 时 t) 
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例2 计算

解 令 4 3 ,t x  则
24 ,

3
tx 



原式 

2

1

2

4
23 ( )d
3

t

t t
t



 

dtttfdxxf
txb

a
)()]([  )(

)(









令
(当 xa 时 t 当 xb 时 t) 

2d d ,
3

x t t 

当x =0时, t =2; 当x =1时, t =1

22

1

2 (4 )d
9

t t 
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2
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2[ (4 )]
9 3

tt 
10 .
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计算 xdxxsincos52
0


例3

解 xdxxsincos52
0


xxd coscos52
0


xxd coscos52
0


]cos
6
1[ 2

0
6


x

6
10cos

6
1

2
cos

6
1 66   

cos  tx令 0

1
5 dtt 1

0
5 dttt ]

6
1[ 1

0
6 tt

6
1 

xdxxsincos52
0


或

提示：

当 x0 时 t1 当 2
x 时 t0 

提示：

换元一定要换积分限 不换元积分限不变

dtttfdxxf
txb

a
)()]([  )(

)(









令
(当 xa 时 t 当 xb 时 t) 
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a dxxfxf
0

)]()([

证明

例4 设f(x)在[a a]上连续 证明

因为 dxxfdxxfdxxf a

a

a

a
)()()(

0

0
 




而   a
dxxf0 )(

 


aaa

a
dxxfdxxfdxxf

00
)()()(

 tx令

 
a

dttf0 )(  
a dxxf
0

)( 

0
( ) [ ( ) ( )]

a a

a
f x dx f x f x dx


   

并计算
21

1
.

1 x

x dx
e 

21

11 x

x dx
e 

0
( )

a
f t dt 



上页 下页 铃结束返回首页7

注:

例4 设f(x)在[a a]上连续 证明

(1) 当f(x)为奇函数时,

(2) 当f(x)为偶函数时,

( ) 0.
a

a
f x dx




0
( ) 2 ( ) .

a a

a
f x dx f x dx


 

练习

0
( ) [ ( ) ( )]

a a

a
f x dx f x f x dx
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证明

例5 若f(x)在[0 1]上连续 证明

    (2)  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf   

    (1)   2
0

2
0

)(cos)(sin


dxxfdxxf   

(1)令 tx 
2
  则

dxxf )(sin2
0


  2
0

)]
2

[sin(
  dttf

dttf )]
2

[sin(0

2
  



 2
0

)(cos


dxxf 
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(2)令xt 因为

例5 若f(x)在[0 1]上连续 证明

    (2)  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf   

    (1)   2
0

2
0

)(cos)(sin


dxxfdxxf   

证明

0 )(sin dxxxf

 



0

)][sin()( dttft

 



00

)(sin)(sin dtttfdttf

 



00

)(sin)(sin dxxxfdxxf

所以    
 
00

)(sin
2

)(sin dxxfdxxxf 

 
0 )][sin()(


 dttft

 



0
)(sin)( dttft
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例6 计算

 



0 2 d
cos1
sin x

x
xx

 



0 2 d
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2
x

x
x

 



0 2 )(cosd

cos1
1
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x

x

 
0)arctan(cos

2
x .

4

2
)

44
(
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0 2 d
cos1
sin x

x
xx

解

例5 若f(x)在[0 1]上连续 证明

    (2)  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf   

    (1)   2
0

2
0

)(cos)(sin


dxxfdxxf   
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二、定积分的分部积分法

设函数u(x)、v(x)在区间[a b]上具有连续导数

由 (uv)uvuv
得 uv(uv)uv
等式两端在区间[a b]上积分得

vdxuuvdxvu b

a
b
a

b

a
  ][  

这就是定积分的分部积分公式

 
b

a

b

a

b

a
uvuvvu dd
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解

例7 计算 xdxarcsin2
1

0 

xdxarcsin2
1

0
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2
2
1

0
dx

x
x
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例8 计算

解

 
1

0 2 d
)2(

)1ln( x
x
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)1ln( x
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0)2ln()1ln(

3
12ln xx 

2ln
3
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原式=  d
x2
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解

  2
0

2 )sin(sin)1(


dxxxn nn

例9 求  2
0

sin


xdxI n
n 

 2
0

sin


xdxI n
n

   2
0

2
0

2 sin)1(sin)1(


xdxnxdxn nn

2
1


 nn I
n

nI 由此得

   2
0

12
0

1 sincos]sin[cos


xxdxx nn

  2
0

22 sincos)1(


xdxxn n  

  2
0

1 cossin


xxdn

2( 1) ( 1) ,n nn I n I   
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2
1


 nn I
n

nI 公式:

  2

00 d


xI   2

01 dsin


xxI注意: ,
2
 ,1

  22

00
dcosdsin



xxxxI nn
n
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 为正偶数

为大于1的正奇数

例9 求  2
0

sin


xdxI n
n 
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例10 求
2 2 2

0
4 dx x x

解 2sin ,x t令

原式

2 42
0

16 (sin sin )dt t t


 
1 3 116( )
2 2 4 2 2
 

    

2cos t24sin t0
2


ttx dcos2d 

2cos dt t

.



上页 下页 铃结束返回首页17

设 ( ) [0,1] ,f x 在 连续 (0) 1, (2) 3,f f 且

,5)2( f 求 .d)2(
1

0
xxfx 

解

思考题1
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证 右端  
b

a
xfbxax )(d))((

2
1
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b
xfbxax )())((

2
1  xbaxxf

b

a
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2
1
 

xxf
b

a
d)( 

a

b
xfbax )()2(

2
1

 = 左端

( ) [ , ] ,f x a b设 在 上有连续的二阶导数

( )f a 且 试证

 
b

a

b

a
xxfbxaxxxf d)())((

2
1d)(

,0)( bf

思考题2
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作 业
习题P249):

1.(4) (8) (12) (16) (20) 
5.
8.

11.(3) (6) (9) (10) (12)    


