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一、主要内容框图

二、不定积分计算小结

第四章 不定积分

习题课

三、例题选解
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函数的积分

一、主要内容框图
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  Cxxx |cos|lndtan ;        Cxxx |sin|lndcot ; 

  Cxxxx |tansec|lndsec ;   Cxxxx |cotcsc|lndcsc ; 


 


C

a
x

aax
x arctan1d

22 ;    
 







C
ax
ax

aax
x ||ln

2
1d

22 ; 


 


C

a
x

xa
x arcsind

22
;    

 


Caxx
ax

x ||lnd 22
22

. 

1. 补充公式(课本第203页)

二、不定积分计算小结
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2. 分项法(积分的线性性质)

化所给不定积分为常见的积分类型之和

复习题1 求 
 .d

2cos1
2sin x

x
xx

观察与分析:

  xxgkxxfkxxgkxfk d)(d)(d)]()([ 2121

x
xx

2cos1
2sin


 ,

2cos1
2sin

2cos1 x
x

x
x







x
x

x
x

2cos22cos1



.)(tan

2
 xx

xx 2sin2)2cos1( 

分部积分题型
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3. 第一类换元法(凑微分法)

关键点:如何确定中间变量 u=(x)?

设 F 是 f 的一个原函数, u=(x)可导, 则有

  xxxf d)()]([ 

CxF  )]([

凑微分: )(dd)( xxx  

换元: CxFxxf  )(d)(

CxFxxf  )]([)(d)]([ 
 )(d)]([ xxf 
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1) 
 x

xx
x d

cossin
tanln

;    2) 
  x

xx
x d

ln
ln1

. 

?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 

)1 ,tan xu  ,
cos

1
2 x

u 

xx
x

xx
x

2costan
tanln

cossin
tanln

 .ln u
u
u 

)2 ,ln xxu  .ln1 xu 

复习题2 求下列不定积分:  

从被积函数中明显的复合部分去确定 u

观察与分析:
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?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 

.

)1 ,)(arctandd
1

1
2 xx

x




)2

,)(d
2
1d 2xxx 

复习题3 求下列不定积分:  

1) 



x

x
x d

1
arctan

2 ;    2) 



x

x
x d

1 4
. 

,arctan xu 

,1 4xu  .4 3xu 

不合适 ,2xu  .
1

1
1

1
24 ux 




通过凑微分确定 u

观察与分析:
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?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 

;)(.1 1 dxxxf nn ;)(.2 dx
x
xf

;)(ln.3 dx
x

xf ;1)1(.4 2 dx
xx

f

;cos)(sin.5 xdxxf ;)(.6 dxef x

;sec)(tan.7 2 xdxxf .
1

)(arctan.8 2 dx
x

xf


常见的凑微分类型
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4. 第二类换元法(积分变量代换法)

   tttfxxf d)()]([d)( 

设f 连续, x=(t)单调可导, 则有

常用的变量代换:

1）三角代换： 

    tax sin  去根式 22 xa   

    tax tan  去根式 22 xa   

    tax sec  去根式 22 ax   

1）三角代换
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2
tan xu 

4. 第二类换元法(积分变量代换法)
设f 连续, x=(t)单调可导, 则有

常用的变量代换:

2）简单根式代换 ,n
dcx
baxt




 .baet kx 

   tttfxxf d)()]([d)( 

3）倒代换
t

x 1


4）万能代换

,
1

2d 2 du
u

x


 ,
1

2sin 2u
ux


 2

2

1
1cos

u
ux





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解

.d12 xe x 

,12  xet令 ,122  te x

.d
1

d 2 t
t

tx


),1ln(
2
1 2  tx

复习题4 求

xe x d12  t
t

t d
12

2

 


t
t

d)
1

11( 2 
 Ctt  arctan

.1arctan1 22 Cee xx 
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解

.d
1

1
43

x
xx 

x
xx

d
1

1
43 

令 t
t

x d1d 2

t
ttt

d1
1

1
243






 


  

t
t

t d
1 4

3

 
 )d(

1
1

4
1 4

4
t

t 
 1

Ct  41
2
1

.
2

1
2

4

C
x

x





,1
t

x 

复习题5 求 分母次数较高,
宜使用倒代换.
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5. 分部积分法

分部积分公式:   uvuvvu dd

分部积分基本题型:

1)   xbaxxP d)sin()( ,   xbaxxP d)cos()( , 

 xexP axd)(  …… 

取 )(xPu   

2)  xxPxn d)(ln ,  xxxn darctan  …… 

取 xxv ndd   

3)   xbxexbxe axax dcos,dsin ,  xxdsec3  …… 

分部积分“回归法” 
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6. 可积函数的特殊类型

有理函数

分解

多项式及部分分式之和

三角函数有理式
万能代换

简单无理函数

三角代换根式代换

特殊类型的积分按上述方法虽然可以积出, 但不一定

要注意综合使用基本积分法, 简便计算.简便, 
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复习题6 求下列不定积分:

.

;d
56

1)1 2



 x
xx

x
;d

84
14)2 2 x

xx
x





 .

)1(
d)3 4


xx

x

.

解题要点:

56
1)1 2 


xx

x

.
1

1
5

1
)56(2

)56(
2

2











xxxx

xx

562 


xx

62)56( 2  xxx

562 


xx
3x 4
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..

84
14)2 2 


xx

x

842 


xx

.
4)2(

9
84

)84(2
22

2








xxx

xx

42)84( 2  xxx

842 


xx
84 x 9

复习题6 求下列不定积分:

;d
56

1)1 2



 x
xx

x
;d

84
14)2 2 x

xx
x





 .

)1(
d)3 4


xx

x

解题要点:
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..

)1(
1)3 4 xx ;

1
1

4

3




x
x

x)1(
)1(

4

44





xx

xx

复习题6 求下列不定积分:

;d
56

1)1 2



 x
xx

x
;d

84
14)2 2 x

xx
x





 .

)1(
d)3 4


xx

x

解题要点:

)1(
1
4 xx )1(

1
45 


xx

)1(
)1(4

1 4
4




 
 x

x
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评注:

凑微分是计算积分的首要过程.     

第一类换元法是复合求导的逆运算,是积出积分的

重要一环. 

第二类换元法是积分计算的一种技术(常用于去根式).

分部积分法是“乘积”求导的逆运算,是计算积分

的一种过度性的主要手段,灵活多变,不容易掌握. 

切记: 初等函数并不是都能“积得出”, 不常见的

积分题,计算当中会出现“恰好”之处(见例7).
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三、例题选解

例1 计算

解  
 x

x

x

e
e

e d
2

  )(d)(d)( xxx eegxef.d
2

2

 
x

e
e
x

x

 
x

e
e
x

x

d
2

2

 


 )2(d
2

2 x
x

x e
e

e

.)2ln(2 Cee xx 

 
 )()d

2
21( x

x e
e
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例2 计算 .d
sin1

cossin
2 

x
x
xx

解法一  
x

x
xx d

sin1
cossin

2

 
 )d(sin

sin1
sin

2 x
x

x

 
 )sind(

sin1
1

2
1 2

2 x
x

1

.)sin1ln(
2
1 2 Cx 
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例2 计算

解法二  
x

x
xx d

sin1
cossin

2




 x
x

x
d

)2cos1(
2
11

2sin
2
1

.)2cos3ln(
2
1 Cx 

 
 )2cos(d

2cos3
1 x

x
32

1

.d
sin1

cossin
2 

x
x
xx
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..

例3 计算 .dtansec 2 xxx
解法一

 xxxx dsecsectan 3

xx secdtanxxx dtansec 2

  xxxxx d)tan1(secsectan 2

  xxxxxxx dtansecdsecsectan 2

 xxxxxxx dtansec|tansec|lnsectan 2

xxx dtansec 2
.|)tansec|lnsec(tan

2
1 Cxxxx 
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..

解法二 xxx dtansec 2
 x

x
x d

cos
sin

3

2

 x
x

x cosd
cos
sin

3

)
cos

1d(sin
2
1

2
x

x

x
xx

x d
cos

1
2
1

cos2
sin

2 

.|tansec|ln
2
1

cos2
sin

2 Cxx
x

x


例3 计算 .dtansec 2 xxx
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解  
 x

x
x

x
x d)

1
arctanarctan( 22

例4 计算 .d
)1(

arctan
22 

x
xx

x

 
x

xx
x d

)1(
arctan

22

)1(darctan)(arctandarctan
x

xxx  

 
 x

xxx
xx d

1
11arctan)(arctan

2
1

2
2

 
 x

x
x

xx
xx d)

1
1(arctan)(arctan

2
1

2
2

.)1ln(
2
1||lnarctan)(arctan

2
1 22 Cxx

x
xx 
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 x
x
x d

cos
cosln

2

 )(tandcosln xx

xxxx dtancoslntan 2

xxxx d)1(seccoslntan 2 

.tancoslntan Cxxxx 

例5 计算

xx
x

xxx d)sin(
cos

1tancoslntan  

 .d
cos

cosln
2 x

x
x

解
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解

.)1ln( 2  dxxx

 


 )1(
1

1
2
1)1ln( 2

2
2 xd

x
xxx

.1)1ln( 22 Cxxxx 

 
 dx

x
xxxx

2
2

1
)1ln(

  dxxx )1ln( 2 dx
x

xxd
2

2

1
1)1ln(




例6 计算
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.d
)2( 2

2

 
x

x
ex x

 


2
1d2

x
ex x

 





 xexxe
xx

ex xx
x

d)2(
2

1
2

2
2


 xxe

x
ex x

x

d
2

2

Cexe
x

ex xx
x





2

2

.
2
)2( C

x
ex x







例7 求

解

评注: 分部积分法灵活多变,不容易掌握.

恰好之处

多练！

 
x

x
ex x

d
)2( 2

2
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.

例8 计算

解

.d
)1(

1
22 

x
x

,tan tx 令

 
x

x
d

)1(
1

22

  tt
t

dsec
sec

1 2
4  tt dcos2




 tt d
2

2cos1 Ctt


4
2sin

2

Cttt


2
costan

2

2

.
)1(22

arctan
2 C

x
xx





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例9 求

.

.d
sin1
1

 
x

x

.

解法一 ,
2

tan xu 令 ,arctan2 ux 则

,d
1

2d 2 u
u

x


 ,
1

2sin 2u
ux





 x

x
d

sin1
1  






u
u

u
u d

1
2

1
21

1
2

2

 
 u

u
d

)1(
2

2 C
u





1
2 .

2
tan1

2 Cx 



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..

,d
sin1

sin




x

x
x,d

sin1
1





x

x
,d

cos1
1





x

x
.d

cos1
cos





x

x
x类似题目:

解法二




 x
x
x d

cos
sin1

2

  xxxx
x

dtansecd
cos

1
2

.sectan Cxx 

例9 求 .d
sin1
1

 
x

x

 
x

x
d

sin1
1
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例10 求

..

.d
sin3

1cos
2




 x
x

x

解 



 x

x
x d

sin3
1cos

2










 x
x

x
x

x d
sin3
1d

sin3
cos

22










 x
xx

x
x

d
cos)3tan4(

1)(sind
sin3
1

222





 )tan2(d

3)tan2(
1

2
1)

3
sinarctan(

3
1

2 x
x

x

.)
3

tan2arctan(
32

1)
3

sinarctan(
3

1 Cxx






x

xx
d

cos3sin4
1

22
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解法一 .sin tax 令

解法二   xxa d22

 


 xxax
xa

axax dd 22
22

2
22

 
 x

xa
xxax d

22

2
22

  xxa d22

,darcsin 22222 xxa
a
xaxax  

.]arcsin[
2
1 222 C

a
xaxax 

评注: 第二类换元法去根式,使运算变得明晰.

(课本第199页, 例21)

例11 求 .d22  xxa
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解 ,1 xet令 ),1ln( 2  tx则

例12 求 .d
1




x

e
xe

x

x

,d
1

2d 2 t
t

tx









x

e
xe

x

x

d
1







 t
t

t
t

tt d
1

2)1()1ln(
2

22

  tt d)1ln(2 2  
 t
t

tttt d
1

22)1ln(2 2
2

 
 t

t
tt d)

1
11(4)1ln(2 2

2

Ctttt  arctan44)1ln(2 2

.1arctan41412 Ceeex xxx 

评注: 第二类换元法去根式,使运算变得明晰.
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),sin(cos xxeu x 

 
 x

xex
xx

x d
)cos1(cos

sincos

 


 x
uu

u d
)1(  

 u
uu

d
)1(

1

 
 u

uu
d)

1
11( Cuu  |1|ln||ln

C
u

u



 |

1
|ln .|

cos1
cos|ln C

xe
xe

x

x






思考题1 计算

,cos xeu x

.d
)cos1(cos

sincos
 

 x
xex

xx
x

从被积函数中复杂的部分去确定 u

解
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思考题2 计算 .d
cos

sincos
2

3
sin

 x
x

xxxe x

解

  x
x

xexxxe
x

x d
cos

sindcos 2

sin
sin

.C


 x
x

xxxe x d
cos

sincos
2

3
sin

  )
cos

1(d)d( sinsin

x
eex xx

  xxe
xx

exexe x
x

xx d)cos(
cos

1
cos

d sin
sin

sinsin

xexx sin)sec( 
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思考题3 计算 .d
)ln(

ln1
2 

 x
xx
x

解  
 x

xx
x d
)ln(

ln1
2  


 x

xx
xxx d

)ln(
)ln()1(

2

 





 x
xx

x
xx

x d
ln
1d

)ln(
1

2

 








 )
ln
1d(

ln
d

)ln(
1

2 xx
x

xx
xx

xx
x

 









 x
xxx

x
xx

xx
xx

x d)11(]
)ln(

1[
ln

d
)ln(

1
22

xx
x
ln

 .C
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作业 计算下列不定积分:  

;d
)1(

1.3 2 x
ee xx




;d.6
223


 axx

x

.

;
)9(

d.5
32





 x
x

;d
sin
cos.2 2

3


 x

x
x;d)11tan(1.1 2

  x
xx

;d
1

.4
2

2






x

x
x

;darctan3.7 2 xxx ;d)1ln(.8 3

2

x
x
x


 

;d12cos.9 xx  .d
)22(

1.10 x
xxx

x









