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§4. 2  换元积分法

一、第一类换元法

二、第二类换元法
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与它们对应的是本节的

基本积分法

复合函数微分法和乘积的微分法.
在积分运算中,

(两种).

微分运算中有两个重要法则:

换元积分法和下节的分部积分法
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一、第一类换元法

 xxd2cos Cx 2sin

解决方法 将积分变量换成

令 xt 2 

 xx d2cos tt dcos
2
1


Ct  sin
2
1 Cx  2sin

2
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x2cos



x2cos2

.2x 因为 xd )d(2
2
1 x

,d
2
1d tx 

  x2sin

 xxdcos Cx sin
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一、第一类换元法

设 F 是 f 的一个原函数, u=(x)可导, 则有

]))(([ xF  )())(( xxF  

),())(( xxf  

  xxxf d)()]([  CxF  )]([

定理1(换元积分公式)

  xxxf d)()]([ 

)(]d)([ xuuuf 

)(]d)([ xuuuf 
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一、第一类换元法

换元积分过程

  xxxf d)()]([ 

CxF  )]([

凑微分: )(dd)( xxx  

换元: CxFxxf  )(d)(

CxFxxf  )]([)(d)]([ 
 )(d)]([ xxf 

关键点:如何确定中间变量 u=(x)?

设 F 是 f 的一个原函数, u=(x)可导, 则有

定理1(换元积分公式)

)(]d)([ xuuuf   xxxf d)()]([ 
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 2cos2 xdx例1

udu cos

 dxxex2 2
例2

Ceu

  )2(2cos dxxxx  )2(2cos xxdx  

Cusin sin 2xC 

  dxxex )( 22

 xdex x )( 22

 dueu Cex  2 

?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 

从被积函数中明显的复合部分去确定 u

,2xu 

.2u

,2xu 

.2xu 
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例3 ,1 2xu 

.2xu 

1 2 dxxx 

)1(1
2
1 22 dxxx  

)1(1
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1 22 xdx  

duu  2
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1 Cu  2
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3
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Cx  2
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3
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从被积函数中明显的复合部分去确定 u

?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 
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例4 ,3 xu 
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例5 ,11
x
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.1
2x

u 

x
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x
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从被积函数中明显的复合部分去确定 u

?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 
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例6 求 .d
)ln(

ln1
2 x

xx
x




解 x
xx

x d
)ln(

ln1
2



)lnd(
)ln(

1
2 xx

xx

.
ln
1 C

xx


,ln xxu 

.d)ln1(d xxu 

从被积函数中明显的复合部分去确定 u

?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 
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例7 求 .d
cossin

tan x
xx

x


解 x
xx

x d
cossin

tan


)tand(
tan
1 x

x

.tan2 Cx 

x
xx

x d
costan

tan
2

,tan xu 

,dsec)tand( 2 xxx 

.d
cos

1)tand( 2 x
x

x 

从被积函数中明显的复合部分去确定 u

?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 
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?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 

例8 )(lndd1 xx
x

 x
x
x dln

通过凑微分确定 u

 )lnd(ln xx
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2
1 2 Cx 

例9  
x

x
x d

1 4 )(d
2
1d 2xxx 

 
 )d(

)(1
1

2
1 2

22 x
x

.)arctan(
2
1 2 Cx 



上页 下页 铃结束返回首页12

?)(,)(d)]([d)()]([   xuxxfxxxf 

例10 )(dd xx exe  
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通过凑微分确定 u
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例12 求 x
ex d

1
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解 x
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法一
)(dd xx exe 
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法二 x
ex d
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例12 求 x
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例12 求

x
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例13  dx
xa  22
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a
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积分公式：

例14 当a0时,
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例15   
dx
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积分公式：
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例16 求 .dtan xx

解 原式= x
x
xd

cos
sin


 x
x

cos
cosd

Cx  cosln

一些三角函数的积分

Cxxdx  |cos|lntan , Cxxdx  |sin|lncot 

积分公式：
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例17 求

解  x
x

d
sin

1
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法一

一些三角函数的积分

Cxxxdx  |cotcsc|lncsc 积分公式：
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例17 求 .dcsc xx

一些三角函数的积分
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例18  xdxsec

Cxx  |)
2
 cot()

2
 csc(|ln 

ln|sec xtan x|C

  dxx )
2

csc( 

Cxxxdx  |tansec|lnsec 积分公式：

一些三角函数的积分

Cxxxdx  |cotcsc|lncsc 

  )
2

)d(
2

csc(  xx
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例19 求

解

.dcossin 52  xxx

  xxx dcossin 52

  )(sindcossin 42 xxx

  )(sind)sin1(sin 222 xxx

  )(sind)sinsin2(sin 642 xxxx

Cxxx  753 sin
7
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3
1

一些三角函数的积分

)(sinddcos xxx 
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例20 求 .dsin 2 xx

解  xxdsin 2

  xxx 2d2cos
4
1d

2
1 Cxx

 2sin
4
1

2

,都是偶数时、当 nm

积分xx nm cossin

用倍角公式降幂.

一些三角函数的积分

  xx d)2cos1(
2
1

)(cos)cos1(cossincos 212   xxxxx knkn

)(sin)sin1(sincossin 212   xxxxx kmkm
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例21 求

解
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一些三角函数的积分

法一
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例21 求
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一些三角函数的积分
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例22 求

解
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一些三角函数的积分
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例23 求

解

.dsectan 43 xxx

一些三角函数的积分

法一

 xxx dsectan 43

 )tand(sectan 23 xxx

  )tand()1(tantan 23 xxx

  )tand()tan(tan 35 xxx

.tan
4
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6
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)(tanddsec2 xxx 
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例23 求

解

一些三角函数的积分

法二

 xxx dsectan 43

 )secd(sectan 32 xxx

  )secd(sec)1(sec 32 xxx

  )secd()sec(sec 35 xxx
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4
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6
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)(secddtansec xxxx 
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  xbaxf d)(

  xxxf mm d)( 1  
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1
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常见的凑微分类型
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 xxxf dsec)(tan 2

 xxxxf dtansec)(sec




 x
x

xf d
1

1)(arcsin
2


 x

x
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1
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 xxxf dcos)(sin

 xxxf dsin)(cos
 xxf dsin)(sin
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 xxf tand)(tan
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常见的凑微分类型
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作 业
习题P204):

2.   (3)   (6)   (9) (12) (15) (18) 
(21) (23) (24) (30) (31) (33)  


