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极限计算小结

1.主要结论

1) 初等函数 )(xf 在定义区间内处处连续. 

2) 变量代换: 设 bxg
ax




)(lim ( bxg )( ), Auf
bu




)(lim ,则 

Aufxgf
buax




)(lim)]([lim  

3) axf
xx




)(lim
0

的充要条件为: axfxf
xxxx


 

)(lim)(lim
00

. 

4) axf
x




)(lim 的充要条件为: axfxf
xx




)(lim)(lim . 

5) 极限的四则运算.  

6) “
0
0
”,“



”型洛必达法则. 
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例 1. 计算 )]11ln([lim 2

x
xx

x



. 

例 2. 



 xx
xx

x sin
sinlim (   ). 

A. 1    B. 不存在   C. 0    D. 1 

 

2.洛必达法则是计算极限的有效方法

分析以下错误运算: 

. 

例 3. 求 2

1

0

2

lim
x

e x

x




. 
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练习题. 计算下列极限: 

1) 

xx
xx

x sin
arctanlim

0 




; 

2) ; 

3) ; 

4) . 



上页 下页 铃结束返回首页4

在乘除运算中, 极限值不为 0的因子先算出, 

“0因子”作等价无穷小代换,“0 根式”有理化. 

3.极限计算中无穷小的处理

例 4. 计算
x

xxex

x 20 sin11
cossinlim






. 

解:
x

xxe x

x 20 sin11
cossinlim






( 0x 代入,此式为“
0
0
”型) 

)sin11(
sin

cossinlim 2
20

x
x

xxe x

x






(“0根式”有理化)

20

cossinlim2
x

xxex

x






(乘除运算中“非0因子”先算出,
“0因子”作等价无穷小代换 )

x
xxex

x

sincoslim
0




 1
cossinlim

0

xxex

x





2 (洛必达法则)
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1)“  根式”有理化. 

2)“三角无穷大”要先变. 

3) 求 x 时的极限, 分子, 分母同时除以分子,  

分母中的最高次幂(抓大头方法中的“大头”).  

所谓“抓大头”就是抓住关于 x 的最高次的项, 

而把其余的项略掉.如      

m
m

n
n

xm
m

n
n

x xb
xa

bxbxb
axaxa







limlim
01

01




 

注: 0lnlim,0lim 
 nxx

n

x x
x

e
x

(n为正数),当 x 时, 

可认为 xe 为 x的无穷大次幂, xln 为 x的 0 次幂. 

4.极限计算中无穷大的处理
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例 5. 计算下列极限: 

1) ; 

2) ; 

3) ;   

4) . 
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5. vulim (“ 00 0,,1  ”型)极限计算法 

uvuv lnlim)ln(lim 

其中的“
1 ”型, 也可用配 e法:  

设 0)(lim xu , )(lim xv , 则 

uvuvuv euu lim
1

])1lim[()1lim( 

例 6. 计算下列极限: 

1) 

xx
x

x sin
1

0
)(coslim



;       2) ;  

3) . 
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例 6. 计算下列极限: 

3) x

x
x ln

1

)arctan
2
(lim 




. 

解:
1
lnln lim ( arctan )

2
x

x
x




ln( arctan )
2lim
lnx

x

x








2

1 1lim ( )
1arctan

2
x

x
xx

   


1

lim
arctan

2
x

x

x






2
2

1lim (1 )
x

x
x

    1 

1
ln 1lim ( arctan )

2
x

x
x

e



 
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例 7. 设 )(xf 在 ax  处可导, 且 0)( xf , 求 

n

n
af

n
af )](/)1([lim 


. 

6. 利用导数定义式计算极限

1( )
ln lim[ ]

( )
n

n

f a
n

f a


1( )

lim ln
( )n

f a
nn

f a




1( ) ( )
lim ln[1 ]

( )n

f a f a
nn
f a

 
 

1( ) ( )
lim

( )n

f a f a
nn
f a

 
 

1( ) ( )1lim 1( )n

f a f a
n

f a
n



 
 

( ) ,
( )

f a
f a




解:

原式 ( )exp[ ].
( )

f a
f a



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6. 利用导数定义式计算极限

例 8. 设 )(xf 在点 0x 处有二阶导数, 求极限 

2
000

0

)()(2)(
lim

h
hxfxfhxf

h




. 

解题提示: 先用一次洛必达法则. 

注意: 因二阶导数 )(xf  在点 0x 处连续性不知,不可再

次用洛必达法则. 
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6. 利用导数定义式计算极限

解: 2
000

0

)()(2)(
lim

h
hxfxfhxf

h




h
hxfhxf

h 2
)()(

lim 00

0






]
)()()()(

[
2
1lim 0000

0 h
xfhxf

h
xfhxf

h 








)( 0xf 

例 8. 设 )(xf 在点 0x 处有二阶导数, 求极限 

2
000

0

)()(2)(
lim

h
hxfxfhxf

h




. 
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例 9. 计算极限 )23(lim 4 343 23 xxxx
x




. 

7.利用麦克劳林公式计算极限

解: )23(lim 4 343 23 xxxx
x




3 4
3 2lim ( 1 1 )

x
x

x x
   

1 1 1 1lim [1 ( ) (1 ( )]
2x

x o o
x x x x

     

3 1lim [ ( )]
2x

x o
x x

 

3lim[ (1)]
2x

o


 
3
2



1( )1lim ( ) lim 01x x

o
xxo

x
x

 
 无穷小
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8.利用中值定理计算极限

例10. 计算极限 ].arctanln)1arctan([lnlim 2 xxx
x




解: ln arctan( 1) ln arctanx x 

2

1 1
arctan 1 

 


( 1)x x  

2[ln arctan( 1) ln arctan ]x x x 
2

2

1
arctan 1

x
 

 


2 2 2

2 2 21 ( 1) 1 1
x x x
x x

 
   

(当x→∞时)11

由夹逼法得
2 2lim [ln arctan( 1) ln arctan ]

x
x x x


  

2

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9.数列的极限

1) 若 Axf
ax




)(lim ,则对任一数列 axn  ( axn  ),有

Axf n )( . 

2) 夹逼法. 

3) 积分法: 设 )(xf 在 ]1,0[ 上连续, 则有  

 




1

0
1

)()(1lim dxxf
n
if

n

n

in . 

例11.  求 ).1
4
(tanlim

n
n

n





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例12. 计算极限 ].
)()2()1(

[lim 222 nn
n

n
n

n
n

n 








解一：记 nx ,
)()2()1( 222 nn

n
n

n
n

n










ny ,
)12(2)3)(2()2)(1( 





 nn

n
nn

n
nn

n


nz ,
2)12()2)(1()1( nn

n
nn

n
nn
n










则 ,nnn zxy  且有

,
2
1)

12
1

1
1(limlim 







 nn
ny

nnn
,

2
1lim 

 nn
z

因此
]

)()2()1(
[lim 222 nn

n
n

n
n

n
n 







 .
2
1lim 

 nn
x



上页 下页 铃结束返回首页16

解二： ]
)()2()1(

[lim 222 nn
n

n
n

n
n

n 















n

in

n
in1 2)1(

11lim

 


1

0 2)1( x
dx

2
1

1
1 1

0










x
 




1

0
1

)()(1lim dxxf
n
if

n

n

in

例12. 计算极限 ].
)()2()1(

[lim 222 nn
n

n
n

n
n

n 







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思考题1. 2
1

lim 1 1 .
n

n i

i
n



 
   

 
求极限

提示:
2

2 2
1 1

( )
i n i n i

n n n n i n
 

   
 

22 2 2( ) ( )
i i i

nn n n n n n i n
 

   



上页 下页 铃结束返回首页18

思考题2.
11 2lim[(1 )(1 ) (1 )] .n

n

n
n n n

  L求极限

11 2ln lim[(1 )(1 ) (1 )]n
n

n
n n n

  L

1

1lim ln(1 )
n

n i

i
n n



  
1

0
ln(1 )x dx 

1
0[( 1) ln(1 ) ]x x x    2ln 2 1 

4
e



解:

原式


