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二、罗尔定理

三、拉格朗日中值定理

四、柯西中值定理

§3.1 微分中值定理

一、几何背景
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一、几何背景

.),(,],[)( 内可导在上连续在设 babaxf

.
,
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AB

的切线平行于弦

在该点处有一点

上至少在曲线弧
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))(()()( abfafbf  

拉格朗日中值公式
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一、几何背景

0)(  f

罗尔定理

))(()()( abfafbf  

拉格朗日中值公式

.),(,],[)( 内可导在上连续在设 babaxf

.
,

AB
C

AB

的切线平行于弦

在该点处有一点

上至少在曲线弧

,)()( 时当 bfaf 
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二、罗尔定理

费马(Fermat)引理

设 f(x0)为函数 f(x)在开区间(a b)内的最大(小)值,
若 f (x0)存在, 则 f (x0)  0 

证明
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)()( 00 xfxf 

,0时当 xx 

设 f(x0)为最大值.

,),( 时当 bax .0)()( 0  xfxf
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二、罗尔定理

证明 ,0时当 xx  ,0)()(

0
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xfxf

)()( 00 xfxf 

,0)()(lim
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xfxf
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所以, .0)( 0  xf
f(x0)为最小值时类似可证.

设 f(x0)为最大值.

费马(Fermat)引理

设 f(x0)为函数 f(x)在开区间(a b)内的最大(小)值,
若 f (x0)存在, 则 f (x0)  0 
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,0时当 xx 

,),( 时当 bax .0)()( 0  xfxf
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证明

.mM 和最小值必有最大值

.)1( mM 若 .)( Mxf 则

,0)(  f由此得 ).,( ba

.)2( mM 若

罗尔(Rolle)定理

如果函数 yf(x) 满足
(1) 在闭区间[a b]上连续;  
(2) 在开区间(a b)内可导;  
(3) f(a)  f(b),  

那么在(a b)内至少存在一点  使得 f ()  0 

,],[)( 连续在 baxf

),(afM 则
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,),( 内至少存在一点则在 ba

,由费马引理

.,)( 类似可证时当 afm 

罗尔(Rolle)定理

如果函数 yf(x) 满足
(1) 在闭区间[a b]上连续;  
(2) 在开区间(a b)内可导;  
(3) f(a)  f(b),  

那么在(a b)内至少存在一点  使得 f ()  0 

.)( Mf 使

),(afM 设).(afm 或

.0)(  f

证明

.mM 和最小值必有最大值

.)1( mM 若 .)( Mxf 则

,0)(  f由此得 ).,( ba

.)2( mM 若

,],[)( 连续在 baxf

),(afM 则
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应注意的问题：

如果定理的三个条件有一个不满足 则定理的结论
有可能不成立

罗尔(Rolle)定理

如果函数 yf(x) 满足
(1) 在闭区间[a b]上连续;  
(2) 在开区间(a b)内可导;  
(3) f(a)  f(b),  

那么在(a b)内至少存在一点  使得 f ()  0 
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罗尔(Rolle)定理

如果函数 yf(x) 满足
(1) 在闭区间[a b]上连续;  
(2) 在开区间(a b)内可导;  
(3) f(a)  f(b),  

那么在(a b)内至少存在一点  使得 f ()  0 
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例1 不求导数 判断函数 f(x)(x1)(x2)(x3)的导
数有几个实根 以及其所在范围

解 f(1)f(2)f(3)0 f(x)在[1 2] [2 3]上满足罗尔
定理的三个条件 由罗尔定理

在(1 2)内至少存在一点1 使 f (1)0 1是 f (x)
的一个实根;

在(2 3)内至少存在一点2 使f (2)0 2也是f (x)
的一个实根

f (x)是二次多项式 至多有两个实根.  
所以 f (x)有两个实根, 分别在区间(1 2)及(2 3)内
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例2

.1
0155

的正实根小于

有且仅有一个证明方程  xx

证明 ,15)( 5  xxxf设 ,]1,0[)( 上连续在则 xf

.3)1(,1)0(  ff且

由零点定理, ,0)(),1,0( 00  xfx 使

x0 即为方程的一个根.
,),1,0( 011 xxx 设另有 .0)( 1 xf使

,,)( 10 件之间满足罗尔定理的条在 xxxf

),,( 10 之间在至少存在一个 xx
.0)(  f使得 )1(5)( 4  xxf但 )),1,0((,0  x

矛盾. .)1,0( 内有且仅有一个根原方程在

由罗尔定理,
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例3

分析: 结论可化为
.)1,0(0)]0()1([2)( 内有根在 ffxxf

)],0()1([2)()(),( ffxxfxFxF 使寻找

结论进一步化为
.)1,0(0)( 内有根在 xF

?)( xF观察与思考: )]0()1([)()( 2 ffxxfxF 

)].0()1([2)(
),1,0(:

,)1,0(,]1,0[)(

fff

xf





 使至少存在一点证明

内可导在上连续在设函数
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证明 设

)].0()1([2)( fff  也即

例3

)].0()1([2)(
),1,0(:

,)1,0(,]1,0[)(

fff

xf





 使至少存在一点证明

内可导在上连续在设函数

)],0()1([)()( 2 ffxxfxF 

)1()0()0( FfF 

则 F(x)在[0,1]上连续, 在(0,1)内可导, 且

0)]0()1([2)()(  fffF 

分析: 结论可化为
.)1,0(0)]0()1([2)( 内有根在 ffxxf

由罗尔定理, 在(0,1)内至少存在一点, 使
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.0)()(2
),1,0(:

.0)1(,)1,0(,]1,0[)(









ff

fxf
使至少存在一点证明

且内可导在上连续在设函数

思考题

提示: .0)()(2 2  xfxxxf考虑方程

.0])([ 2 xfx化为方程

用罗尔定理证明的基本题型:

证明方程 F (x) =0 在(a, b)内存在根.
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三、拉格朗日中值定理

.
,

AB
C

AB

的切线平行于弦

在该点处有一点

上至少在曲线弧

.)()()(
ab

afbff
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拉格朗日(Lagrange)中值定理

如果函数 yf(x) 满足
(1) 在闭区间[a b]上连续;  
(2) 在开区间(a b)内可导,  

那么在(a b)内至少存在一点  使得
f(b)-f(a)= f () (b-a) 

.)()()(
ab

afbff



 

拉格朗日中值公式

.
,

AB
C

AB

的切线平行于弦

在该点处有一点

上至少在曲线弧
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拉格朗日(Lagrange)中值定理

如果函数 yf(x) 满足
(1) 在闭区间[a b]上连续;  
(2) 在开区间(a b)内可导,  

那么在(a b)内至少存在一点  使得
f(b)-f(a)= f () (b-a)  拉格朗日中值公式

分析: 结论可化为

结论进一步化为

?)( xF

f(b)-f(a)- f (x) (b-a)=0在(a b)内有根 
寻找 F(x), 使 ))(()()()( abxfafbfxF 

0)(  xF 在(a b)内有根 

))(()]()([)( abxfxafbfxF 
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证明

由此得 f(b)f(a)f ()(ba)

令

拉格朗日(Lagrange)中值定理

如果函数 yf(x) 满足
(1) 在闭区间[a b]上连续;  
(2) 在开区间(a b)内可导,  

那么在(a b)内至少存在一点  使得
f(b)-f(a)= f () (b-a)  拉格朗日中值公式

))(()]()([)( abxfxafbfxF 

)()()()( abfbafbFaF 
则 F(x)在[a, b]上连续, 在(a, b)内可导, 且

由罗尔定理, 在(a, b)内至少存在一点, 使
0))(()()()(  abfafbfF 
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f(xx)f(x)f (xx)x (0<<1)
yf (xx)x (0<<1)

•有限增量公式

注：dyf (x)x 是函数增量 y 的近似表达式
f (xx)x 是函数增量 y 的精确表达式

拉格朗日(Lagrange)中值定理

如果函数 yf(x) 满足
(1) 在闭区间[a b]上连续;  
(2) 在开区间(a b)内可导,  

那么在(a b)内至少存在一点  使得
f(b)-f(a)= f () (b-a)  拉格朗日中值公式
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证明 设 f(t)ln(1t), 显然 f(t)在区间[0 x]上
满足拉格朗日中值定理的条件, 根据定理
在(0, x)内至少存在一点 ,  使

f(x)f(0)f ()(x0) 0x 

又由 0x 有



1

)1ln( xx 

xx
x

x 


)1ln(
1 

,0)0( f ,
1

1)(
t

tf


由于 因此上式即为

,
11

xx
x

x





 
即

例4 .)1ln(
1

,0 xx
x

xx 


 时证明当
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在区间 I 上任取两点 x1 x2(x1<x2) 应用拉格
朗日中值定理 在(x1, x2)内至少存在一点 , 使

f(x2)f(x1)f ()(x2x1)  (x1<< x2)
由假定 f ()0 所以 f(x2)f(x1)0 即

f(x2)f(x1)
因此 f(x)在区间 I 上是一个常数

定理

如果函数 f(x)在区间 I 上的导数恒为零
那么 f(x)在区间 I 上是一个常数

证明
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例5 .10,
2

)12arcsin(arcsin2:  xxx 
证明

证明 ].1,0[),12arcsin(arcsin2)(  xxxxf设

2
)12(1

1
2

1
1
12)(

2








xxx
xf

,0
)144(1

21
22








xxxx

.10,)(  xCxf

,
2

)0( 
 fC而

.10,
2

)12arcsin(arcsin2  xxx 
因此

)10(  x

.10,)(  xCxf

,]1,0[)( 上连续在又因 xf
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弦 AB 的斜率为
)()(
)()(

aFbF
afbf


  

而在点 x处 
)(
)(




F
f
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dY




  

四、柯西中值定理

C

.
,

AB
C

AB

的切线平行于弦

在该点处有一点

上至少在曲线弧
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柯西(Cauchy)中值定理

如果函数 f(x)及 F(x)满足
(1) 在闭区间[a b]上连续; 
(2) 在开区间(a b)内可导;  
(3) F (x)在(a b)内恒不为零

那么在(a b)内至少有一点  使得

如果取 F(x)x 则柯西中值公式就变成了拉格朗日
中值公式

柯西中值公式.
)(
)(
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)()(
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例6

)].0()1([2)(
),1,0(:

,)1,0(,]1,0[)(

fff

xf





 使至少存在一点证明

内可导在上连续在设函数

证明

分析: 结论可变形为
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,)( 2xxF 设

,]1,0[)(),( 条件上满足柯西中值定理的在则 xFxf

使内至少存在一点在 ,)1,0( 
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即

)].0()1([2)( fff  也即

,
)(
)(

)0()1(
)0()1(




F
f

FF
ff










上页 下页 铃结束返回首页26

作 业
习题P132):

5. 
6.  
8.

10.
12. 


