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一、无穷小

二、无穷大

§1.6 无穷小与无穷大
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例1  因为 01lim 
 xx



    因为 0
1

1lim 
 nn



所以函数 x
1
为当 x时的无穷小

所以数列{
1

1
n

}为当 n时的无穷小 

无穷小的定义

1
lim 1 0,
x

x


 因为 1 1 .x x  所以函数 为当 时的无穷小

一、无穷小

定义 极限为零的变量(函数)称为无穷小.

注意: (1) 无穷小是变量, 不能与很小的数混淆.
(2) 零是可以作为无穷小的唯一常数.
因为若 ,0)( xf 则对于任意给定的 ,0 总有

.|)(| xf
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定理1(无穷小与函数极限的关系) 

    例如 因为 3

3

2
1

x
x

所以 2
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1lim 3
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而 0
2
1lim 3  xx
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一、无穷小

提示: f(x)=A+[f(x)A], =f(x)A.

Axf
xx




)(lim
0

,)(  Axf 其中  是

0xx 时的无穷小.当
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无穷小的运算性质
定理1 在同一过程中, 有限个无穷小的代数和仍是
无穷小.
证 ,0则

,01 N ,02 N
设 及 是当 时的两个无穷小,x

使得 当 1|| Nx  时恒有 ;2||  
当 2|| Nx  时恒有 ;2||  
取 },,max{ 21 NNN  则当 Nx || 时, 恒有

,22||||||  

 ).(0  x
注意 无穷多个无穷小的代数和未必是无穷小.
例如, n

1 是无穷小, n但 个 n
1 之和为1,

不是无穷小.
时,x
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定理2 有界函数与无穷小的乘积是无穷小.

证 则 ,0M

10 ||0  xx使得当 时,
),( 10 xU 设函数 在 内有界,u

,01 

又设  是当 0xx 时的无穷小, 则 ,0
,02  .|| M

 恒有使得当 时,20 ||0  xx

},,min{ 21  取 则当  ||0 0xx 时, 恒有

恒有 .|| Mu 

,||||||   MMuu

 当 0xx 时, u 为无穷小.
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推论1 同一过程中, 有极限的变量与无穷小的乘
积是无穷小.
推论2

推论3 有限个无穷小的乘积也是无穷小.

常数与无穷小的乘积是无穷小.

例如 当 0x 时, 变量 ,1sin xx xx 1arctan2

都是无穷小.

定理2 有界函数与无穷小的乘积是无穷小.
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例 1

解

所以,

求 .sinlim x
x

x 

因为 xxx
x

xx
sin1limsinlim 



而当 时,x x
1 是无穷小量,

是有界量xsin ),1sin( x

.0sinlim 
 x

x
x
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•推论2 有限个无穷小的乘积也是无穷小

•定理2 有界函数与无穷小的乘积是无穷小
•定理1 有限个无穷小的和也是无穷小
无穷小的性质

•推论1 常数与无穷小的乘积是无穷小
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说明:

如果当xa时  |f(x)|无限增大 那么称函数 f(x)为当
xa时的无穷大 记为

当xa时为无穷大的函数f(x) 按函数极限定义来说
极限是不存在的 但为了便于叙述函数的这一性态 我们
也说“函数的极限是无穷大”

无穷大的定义

二、 无穷大

.)(lim 


xf
ax

[形式记法,实际上极限不存在]
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二、 无穷大

无穷大的定义

如果当xa时  |f(x)|无限增大 那么称函数 f(x)为当
xa时的无穷大 记为




)(lim
0

xf
xx

M0 0 当0|xx0|时有|f(x)|M

无穷大的精确定义

•正无穷大与负无穷大

,)(lim 


xf
ax




)(lim xf
ax

.)(lim 


xf
ax

[形式记法,实际上极限不存在]
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例 2

证 ,0Μ

证明 .1
1lim

1
 xx

要使 ,1
1 Μx 

只要

,11 Μx 

,1
Μδ 取 就有

.1
1 Μx 

则当 时,
Μδx 110 

所以 .1
1lim

1
 xx



上页 下页 铃结束返回首页13

无穷小与无穷大的关系

定理 在自变量变化的同一变化过程中, 无穷大的
倒数为无穷小; 恒不为零的无穷小的倒数为无穷大.

证 设 ,)(lim
0




xf
xx

则 ,0 ,0 使得当

 ||0 0xx 时恒有 ,1|)(| xf 即 .)(
1 xf

当 0xx 时 )(
1
xf 为无穷小.

反之, 设 ,0)(lim
0




xf
xx

且 ,0)( xf ,0M

,0



使得当  ||0 0xx 时, 恒有 ,1|)(| Mxf 

意义 无穷大的讨论可归结为关于无穷小的讨论.
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定理 在自变量变化的同一变化过程中, 无穷大的
倒数为无穷小; 恒不为零的无穷小的倒数为无穷大.

1
1



x

y

1

例如
1

lim( 1) 0,
x

x


 因为

1

1lim .
1x x
 


所以
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例3

解

求 .
5

lim 3

4

 x
x

x

因为 0)51(lim5lim 44

3


 xxx
x

xx

根据无穷小与无穷大的关系有

.
5

lim 3

4


 x
x

x

练习：P51   1.
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在自变量的同一变化过程中 如果 )(xf 为无穷大
则 )(xf 无界.反之不然. 

无穷大与无界之间的关系

例如  当 x 时,函数

xxy sin 是无界的，但不

是无穷大. 
xO

y

y x

y x 

siny x x
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无法显示该图片。

(2)设 axn  ,且 axnn



lim .如果 )( nxf 为有界数列, 

则当 ax  时, )(xf 不是无穷大. 

(1)设{ }nx I ,如果有 


)(lim nn
xf , 

则 )(xf 在区间 I 中无界. 

(1)的简证 ,0M ,)(lim 
 nn

xf

所以当 n 足够大时, 有 .|)(| Mxf n 

(2)的简证




)(lim xf
ax

)()(lim axxf nnn




.)}({ 无界数列 nxf

用反证法.
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解

例4

无法显示该图片。

,
2

2   nxn取

nnn xxxy sin)(  ,
2

2   n

显然 ,)(lim 
 nn

xy

所以函数 xxy sin 在 ),(  内无界. 

函数 xxy sin 在 ),(  内是否有界?又当

x 时,这个函数是否为无穷大?为什么? 

(2)设 axn  ,且 axnn



lim .如果 )( nxf 为有界数列, 

则当 ax  时, )(xf 不是无穷大. 

(1)设{ }nx I ,如果有 


)(lim nn
xf , 

则 )(xf 在区间 I 中无界. 

xO

y

y x

y x 

siny x x
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无法显示该图片。

,nxn 取 nnn xxxy  sin)( ,0

因为 ,lim 
 nn

x ,)}({ 为有界数列且 nxy 

所以当 x 时, xxy sin 不是无穷大. 

例4 函数 xxy sin 在 ),(  内是否有界?又当

x 时,这个函数是否为无穷大?为什么? 

(2)设 axn  ,且 axnn



lim .如果 )( nxf 为有界数列, 

则当 ax  时, )(xf 不是无穷大. 

(1)设{ }nx I ,如果有 


)(lim nn
xf , 

则 )(xf 在区间 I 中无界. 

xO

y

y x

y x 

siny x x

解
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作 业
习题P51):

2.    
5.    


